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AUTORREFERAT

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich im wesentlichen auf
die Ergebnisse der vorangegangenen Vertffentlichung (3)
"{ber neue elementare Residuensidtze fiir n-dimensionale
Gebiete mit einer Anwendung auf den Hauptsatz der Theorie
der impliziten Funktionen und der Theorie der nicht-
linearen Optimierung." Die dort angefiihrten reellen
Residuensitze wurden fiir den Fall verschwindender Funk-
tionaldeterminante diskutiert und auf den Fall singuli-
rer Randstellen erweitert. Im folgenden wurden Integrale
der Form fg(x)KE(f(xv))dx (in welchen Ks Elemente einer
§-Schar bezeichnet) i{iber die Einheitssphire sowie eine
Anwendung des GauBschen Satzes auf entsprechende Integra-
le iiber beliebig geschlossene und hinreichend glatte Ober-

flichen behandelt.

Eingegangen am 20. Januar 1978

ﬁ Dr. Gerhard KiRler
— D 8000 Miinchen 80, Innere Wienerstr. 46
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110 Gerhard KiBler

*
Einleitung: Mit [K]n/m’ O<n<m, n, mMEN ), bezeichnen wir

allgemein diejenige Familie reell-wertiger meRbarer Funktio-
nen von m reellen Variablen und einem positiven Parameter e

welche folgende Bedingungen erfiillt:
(A) Jedes Ke/n/m(X)e m]n/m ist fiir x€R™, €20, positiv

(B) Bezeichnet L R™ einen beliebigen linearen Unterraum

der Dimension n, der den Ursprung O enthdlt, so gilt:

_ G N
fKe/n/m(x)dwx 1 fir jedes €>0,

LBcRM
’ . n
dmx = n-dimensionales Volumenelement von L

(C) 1lim Ke/n/m(x) = 0 fiir x # O.

€-0
e>0

Soweit aus der Fragestellung ersichtlich ist um welche

Dimension m es sich handelt, schreiben wir statt [K]

n/m

auch [K]n bzw. statt Ke/n/m auch Ke/n.

Mit [ﬁ]n bezeichnen wir weiter diejenige Familie reell-
wertiger Funktionen zu denen es stetige reellwertioce
Funktionen QE/n(t) in einer reellen Variablen und den

Parametern € und n gibt, mit den folgenden Eigenschaften:

(Ax) [k]lrl 3 i’e/n(x1,...,xm) =0 (|x]) > O flir ¢>0,

e/n
n = 132

*¥) Es handelt sich hier um eine erweiterte Definition des

Begriffes der é-Schar wie sie speziell filir diese Arbeit
bendtigt wird.

.
ot
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(B*) Ist 1" wie vorher ein beliebiger n-dimensionaler

Unterraum im R", so gilt fiir jedes ¢>0:

s os/n([xl)dwx =1

Ln

. : n
dmx = n—-dimensionales Volumenelement von L

. . _ =
(C*) 1lim QE/n(t) O fir t # O.

e-0
>0

(D) Fiir 0 < t, < t

1 2 ist @8 > @e/n(t2) fiir > O.

/n(t1)

Die Elemente von ['R']n bezeichnen wir als monoton-rang-
normiert.

Als Folge von A* bis D* ergibt sich der folgende Hilfs-
satz (ohne Beweis) :Sei H c R™ ein reguldres r-dimensionales

Hyperfldchenstlick, mit folgender Parameterdarstellung:

h: = (h1(s1,...,sr),..., hm(s1,...,sr))
R >S5 > h(S) =H, h € C'(s),

3h.
Rang (ggi) = r flir s€S, S offen, OE€S
B

Dann gilt flir jedes positive §:

. ~ dh dh
lim J Ke/r(h(s)) -d_S.IA“'Ad_Sr dS1...dSr
-0 |s|<8
e>0

1 falls h(0) =0

O falls h(o) *# O

I
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112 Gerhard KiB3ler

Als Residuensdtze fiir n-dimensionale Gebiete bezeichnen wir

die folgenden Ergebnisse aus [3]:

Voraussetzungen: Sei ( ein beschrdnktes Gebiet im R™ und

. . n
sei y: = (y (xq,... X )oeeoy  (Xg0eea0x )Y, 2> v(Q)e R,
eine dort differenzierbare Abbildung, welche auf 30 noch
stetig sei. Die Menge der Nullstellen von y in 9 sei entweder
leer oder bestehe nur aus isolierten, inneren Punkten.

Dann gilt:

1) Die Anzahl der Nullstellen von y in @ an denen die
Funktionaldeterminante J[y(x)] nicht verschwindet, ist

gleich dem Grenzwert

N = lim / K_(y(x))[J[y(x)]|dx

E—)O
e>0
2) Ist N #+ O und ist f = (f1(x1,... xn),..., fq(x1...xn))
gmn =1,2,..., eine auf @ integrierbare und an den Null-

stellen von y stetige Funktion: 9 - f(g) « R%, so ist
die Summe der Funktionswerte von f an den Nullstellen

von y mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante

gleich dem Grenzwert

lim / £(x) K_(y(x))[J[y(x)]]ax € RY

e-0
e>0

Setzt man hierbei insbesondere fiir f(x) die spezielle
lineare Funktion x, so ergibt sich gerade die (vektorielle)

Summe der Nullstellen von y in @ mit nichtverschwindender

Funktionaldeterminante.
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§ 1 Verallgemeinerte Residuensdtze fiir ebene und Raumkurven

Wir beginnen mit der Behandlung einfacher Nullstellen ohne
Hdufungspunkte und wollen dabei auch Beriihrungspunkte hdherer
Ordnung mit einbeziehen.

Nullstellen die zugleich Randpunkte sind untersuchen wir

in § 2.

Satz 1.1.: Voraussetzungen: Sei f(x) eine in dem Intervall

I = [a,b] - ~<a<b<» definierte, reelle Funktion der Klasse
™1 (1) mit £(a), £(b) # 0,0; m = 1,2...

In I besitze f nur isolierte Nullstellen und keine Beiihr-
punkte von einem hdheren Grad als m, d.h. fiir jedes x*€[a,b]
m+1)

mit f(x*) = O ist f( (x*) % O.

Dann gilt:
1.) Die Anzahl der Nullstellen von f(x) in I ist gleich dem
Grenzwert
o +1
N = 1lim | J K€/1(f(x),f'(x),...,f"(x))|f" (x) lax.
e-»0 v=0 I
>0

2.) Die Anzahl derjenigen Beriihrpunkte der Crdnung u, welche

nicht zugleich up+1-ter Ordnung sind, ist gleich dem

Grenzwert

Ny = lim J K (£0x), €' (x), .., £ (0)) [£97 (30) [ax.
-0 L
>0

3.) Existieren in I Nullstellen, so ist deren Summe gleich

dem Grenzwert

m U+1
S =lim ] x K, (£x),£'(x),..., " (x)| £(x)|ax.
e-»0 p=0 I N
>0
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4.) Existieren in I Beriilhrpunkte p-ter Ordnung, welche nicht
zugleich p+1-ter Ordnung sind, so ist deren Summe agleich
dem Grenzwert

u+1
S =/ xK 1(f(x),f'(x),...,f“(x))[ﬂx)|dx.
B e/

Beweis: Der Fall N = O ist wegen (C) trivial. Zur Bestimmunag
der Anzahl derjenigen Nullstellen die zugleich Berihrpunkte
p—ter Ordnung, aber nicht ut+l1-ter Ordnung sind, betrachten

wir die spezielle Raumkurve

(), £' (%), ™ (x))e R®, x € I, und

bilden den Integralausdruck

L}

2 2
N (f(x),f'(x),...,f(“)(x))Vé'(x)+...+f(“+1)(x)dx

€ T €/1
Wir koénnen nun ein §>0 so wdhlen, daf fiir jeden Beriihrounkt

x* der Ordnung p in I eine ganze Umgebung

Ty oo, = {x]|x*x|<8} ganz in I enthalten ist und keine wei-
’

teren Nullstellen enthdlt, so daB gilt:

27
2 2 (u+1)

Lim S K (), £ (%), ... £ (%)) V?'(x)+f“(x)+...+f(x) dx =
e—-)o U

8, x*
e>0 !

(u+7)

lim /R (£, £ (x), .., £ (0) | £(x) Jax = 1
-0 -
e>0 Ud,x*

a Universitit Regensburg urn:nbn:de:bvb:355-ubr18631-1#0118

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK


http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/
http://www.nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:355-ubr18631-1#0118

Inhaltsbestimmung von Nullstellengebilden 115

Summation iliber alle Umgebungen Ud y*, i=1,2... liefert sodann
ri

sukzessive die Anzahl aller weiteren Beriihrpunkte der Ordnung u.

1.) folgt aus 2.) indem ilber alle y=0,1,2,... summiert wird.

Die Aussagen 3.) und 4.) die sich von 1.) und 2.) nur darin un-
terscheiden, daB der Kern Ke/1 durch die spezielle Funktion x
gewichtet ist, erhalten wir analog, indem wir fiir gewisse Um-

gebungen der Beriihrpunkte Terme der folgenden Form betrachten:

(u+1)

u
x¥ = [ X K, (£(x),£'(x),...,f' (x)|£(x) |dx =

€ e/1
U * %
§,X

-1 (u+1)

G (f(U)(x))K£/1(f(x),f'(x),...,fu(x))lf(x) |ax.

=J £

* ok
Ué,x

Analog 148t sich auch der folgende allgemeinere Satz fir

Raumkurven beweisen:

Satz 1.2: Voraussetzungen: Sei p(t) = (p1(t),...,pn(t)) eine
Parameterdarstellung einer m+1-mal differenzierbaren Kurve,
m=0,1,2,..., [a,b]l =J - p(J) < R™ und sei f eine stetige,

reellwertige Funktion J - £(J).

Fiir jede Nullstelle der Parameterdarstellung

(m+1)
t*:p(t*) = O sei Py (t*) + O, i=1,...n.

Dann gilt: Die Summe der Funktionswerte von f an den Nullstel-

len von p: ) f(t:), ist gleich dem Grenzwert

u
m (v) v+1
lim § f(t)KE/1(p(t),§(t),...,p (£)) Ip(t) lat
e-0 v=1 J
e>0
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Die hier dargestellte Methode zur Bestimmung der Summe aller
Nullstellen, filir welche die htheren Ableitungen bis zu einem
endlichen Wert verschwinden, 1Bt sich auch auf Funktionen end-
lich vieler Variabler ausdehnen, obschon hier die Verhdltnisse
wesentlich komplizierter sind. Eine grundsdtzliche Schwierig-
keit ergibt sich dabei aus dem Umstand, daB bislang selbst

im dreidimensionalen Fall noch keine passende Klassifikation
singuldrer Nullstellen existiert. Die Methode nach der wir im
hoherdimensionalen Fall zu verfahren haben, ist jedoch an sich
einfach. Ist etwa f = (f1(X1,.--,Xn),---,fn(x1,...,xn) eine hin-
reichend oft differenzierbare Funktion, welche in einem Gebiet @
nur isolierte Nullstellen besitzt,unter denen sich auch singu-
lire Punkte befinden, vorgegeben, so haben wir je nach Art

der Singularitdt eine um die Singularitdts-Bedingungen erweiter-
te Funktion t = (f1(x),...,fn(x),S1(x),...,Su(x)) zu betrach-

ten, fir welche die

¥
Bedingung g%;(x)A g;;(X)A...A g%—(x) + 0
n

erfualilt dsts

Betrachten wir also nur diejenigen Nullstellen von f, welche

*
durch das Gleichungssystem %(x) = O vollstédndig ) beschrieben

werden, so ist deren Anzahl in @ gleich dem Grenzwert

¥ of of
1im £ K, (Bx)) | L) a—(x) ... a5 (x) |ax
ol e/n ax1 ax2 axn
e>0
*) "vollstdndig" bedeutet also:
¥
%(x)=0 und g%T(x)Agzz(x)A...Agig(x) + 0
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und deren Summe gleich dem Grenzwert

lim [ x K_ (?:‘( ) 3?? (X)Aa% (x )...Ai(x) ax € R
-0 Q
€>0

Im einfachsten Fall haben wir

¥ = (£, (x),..0 £ (%), JIE()]) mit

a?f
X

a%

(x)A...A * 0.
%n

§ 2 Nullstellen auf Randbereichen

Bei der Formulierung unserer Residuensdtze haben wir stets
vorausgesetzt, daB es sich bei den betrachteten Nullstellen

um innere isolierte Punkte handelt. Wir wollen nun diese Ein-
schrédnkung fallen lassen und auch solche Nullstellen in unsere
Untersuchung mit einbeziehen, die auf Randfldchen liegen, von
denen wir im Ubrigen nur annehmen wollen, daB sie stlickweise

glatt seien und keine Doppelpunkte aufweisen.

Satz 2.1. Voraussetzungen: Sei Qc R" ein Gebiet, dessen

Randmenge 30 aus stiickweise glatten Fldchen bestehe.

y: R"So - v(Q) < Rn, n = 1200

y(x) = (yoxgreeerx )yeee, ¥y (Xg,.00,x)) sel

eine auf 9 definierte und differenzierbare Funktion, deren

Nullstellengebilde nur aus isolierten Punkten bestehe. ?e/n

sei ein Element aus [f]n. N bezeichne die Anzahl der Nullstel-
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len von y in Q@ mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante
und positivem Randabstand, M die Anzahl der Nullstellen von v
mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante, welche auf
glatten Randstilicken liegen und S die Anzahl der Nullstellen
von y mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante, welche

auf singuldren Randbereichen liegen.

Dann gilt:
1.)

5 1 P
lim / K (y(x)) |[J[y(x)]|dx = N + 5 M + Ja
e-0 9 € T T
e>0

mit P Konstanten Oiari1

2.) Existieren auf 9 Nullstellen mit nichtverschwindender
Funktionaldeterminante und ist £ = (£, (X,, ¢, X )yeee,

151 n
fq(x1,...,xn)) q=1,2,... eine auf @ integrierbare und an

den Nullstellen von y stetige Funktion, 9 - f£(Q) ch, so gilt:

1lim f f(x)ﬁe/n(y(x)|J[y(x)]|dx =

e-0
e>0

N 1 M P -
= * 4+ — * *

E f(xu) > % £(x¥) + Zan(xT) € R™=.

wobei die x:, x:, x: die entsprechenden Nullstellen von y im
Innern von Q , auf den glatten und auf den sinculdren Randbe-
reichen mit jeweils nichtverschwindender Funktionaldeterminante

bezeichnen.
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Beweis: Wir beschrédnken uns auf die Aussagen {iber die Nullstel-
len auf dem Rande von Q. Es ist klar, daB8 Nullstellen mit ver-
schwindender Funktionaldeterminante auBer Acht gelassen werden
kdnnen, da die Integration liber Umgebungen solcher Punkte im
Grenziibergang wie im Fall innerer Nullstellen keinen Beitrag

liefert.

1.1) Liegt eine Nullstelle x* mit nichtverschwindender Funktio-
naldeterminante auf einem glatten Randbereich, existiert also
zu x* eine Tangentialfl&dche, bzw. eine Tangente, so kdnnen wir
eine §-Umgebung von x* derart wédhlen, daB - unabhingig von den
iibrigen Nullstellen - die folgende Transformation fiir alle ¢

aus einem endlichen Intervall O<e<e*, e*>0 gilt:
I Ke(y(x))lJ[y(x)]ldx = f Ke(u) du
Q NU(x*,8) y () ny (U (x*,8))
U(x*,8) = {x € R?*||x-x*|<6} = U*
Da nun x* Randpunkt von Q ist, ist der Nullpunkt O = y(x*) auch
Randpunkt von y () bzw. von v (U¥)Ny(Q) und 3v(Q) besitzt dort

eine eindeutig bestimmte Tangentialfldche bzw. Tangente, wel-

che durch eine gewisse Linearform t(x) beschrieben wird.

Durch t(x) wird insbesondere y (U(x*,8)) cR™ in zwei Teilgebie-

te Hg und Hg zerlegt:
Hg = {u € y(U(x*,8)), t(u)>0}
Hg = {u € Y(U(X*IG))I t (u) <0}
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(wobei wir ohne Einschrdnkung annehmen, dafB H; die Fl&chen-
normale der Tangentialfldche enth&dlt, welche in das Innenge-

biet von y(Q) weist.)

Fiir ein geeignet gewdhltes 6>0 haben wir dann:

lim ; ¥ (wdu = lim /% (w)du = 5
-0 y(Q?ﬂy(U*) -0 HG €
e>0 e>0

Die Konvergenz folgt im brigen aus den Eigenschaften B* und

C* des symmetrischen Kerns 'I\<‘€(x) = o(|x|)

1.2.) Fir den mit der Funktion f(x) gewichteten Term

£ (x) is(Y(X))IJ[y(x)]I haben wir

£(x) K (y(x)|JIly(x)] |dx =

s
QNnU (x*, 65

£y v R (y(x)) |Tly(x)]]dax =
QOU(X*,G) &

=7 f(y-1(u))’R€ (u)du und haben
y (Q) ny (U*)

lim f g(y‘1(u))ie(u)du = lim f+f(y'1(u))ﬁ (u)du =
e-0 y (2) Ny (U*) €20  Hj &
>0 e>0 1

Durch Integration iber alle Nullstellenumgebungen erhalten

wir sodann die

M
1 1
Werte = M bzw. 3 g £(x*).
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2.1) Ist nun x* eine Nullstelle mit nichtverschwindender
Funktionaldeterminante, welche auf einem singuldren Randbe-

reich liegt, so wdhlen wir im R" wieder eine Umgebung

U(x*,8) = {x|]|x-x*|<6} und haben wie vorher:
J’?E(y(x)|J[y(x)]ldx=I K_(u)du -
anu(x*, 8) y (@) 0y (U(x*,6)) 570

mit O < a < 1

und analog zu 1.2):

2.2.) lim s f(x)Ke(y(x))IJ[y(x)]!dx = a-f(x*).

-0 9nU(x*,6)
e>0

Integration iiber alle (disjunkten) Umgebungen U(x:,d),

S S
t=1,...S liefert sodann die Werte Ja_ bzw. Ja_ £(x¥).
T i
T T

Die Abschdtzung bzw. Bestimmung der aT—Werte, welche wir
als Formfaktoren bezeichnen, ergibt sich aus der Geometrie

der einzelnen singuldren Randbereiche:

Sei x: eine Nullstelle, welche auf einem singuldren Randbe-
reich liegt, der dort durch endlich viele glatte Fl&chenstiicke

F1,...,F mit x: € Fi fir i=1,...1 begrenzt sei.

1
x: liege also auf einer Ecke, Kante oder Spitze des Randes

von .

Der Formfaktor o gibt dann direkt den r&dumlichen Offnungswinkel
des vom Nullpunkt O = y(x:) ausgehenden Tangentialkegels zu
y(E), E={x € Q, und |x—x:|<d}. an, der in das Innengebiet

von y (Q) weist.
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Korollar 2.2: Ein Gebiet acR” besitzt genau dann einen iiberall
glatten Rand, wenn flir jedesvy € C1(§) der Term
2+ lim L'Ke/n(y(x»[J[y(x)]|dx

e-0 Q
e>0

ganzahlig ist.

Korollar 2.4: Ein Gebiet g c R besitzt singulédre Randstellen

falls wenigstens filir ein y € C1(5) eine der beiden Ungleichungen

~

0 < Lim L R/ (7 6)|ILy 6o ax < 1
e>0
oder
1 ; ~
5 < lim / K (yx)|Jly(x)1]dx < 1
2 e-0 Q e/n
e>0

erfiillt ist.

§ 3 Einfache Nullstellengebilde auf der Einheitssphire

Wir behandeln hier den speziellen Fall von Nullstellengebilden
einer reellen differenzierbaren Funktion einer Variablen auf

der Einheitssphdre.

Satz 3.1: Voraussetzungen: Sei f(t) eine reelle Funktion, wel-
che auf dem Intervall J=[-1,+1] definiert sei und zur Klasse
C1(J) gehdre. Ferner besitze f auf J m verschiedene Null-
stellen s:,u =1,2,...m und keine Beriihrpunkte. m' sei die

Anzahl der Nullstellen auf ]-1,+1[.

g(t) sei eine ebenfalls auf J definierte und integrierbare Funk-
tion, welche zudem an den Nullstellen von f stetig sei und

Ke/1 sei ein Element der Klasse [K]1.
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Dann gilt fiir jedes feste aber sonst frei wd&hlbare v =

1,2,3,... die folgende Beziehung:

lim s g(x&Ke(f(xv))dx1...dxv...dxn =
e=0lx|= 1

€>0
X = x1l"'lxn

1 n-3

e —a* ) 2 *
T (%) ,'n’ (1 '5u ) g(su )
=1 £1 1£0(s* )] "
r= H u
-

*x) D=5 r(l)n g(-1)
% 3 2 2 :

nggl) HE® (=45

*) Besitzt f an der Stelle -1 keine Nullstelle, so verschwindet
der zweite Term.

Beweis: Wir haben zundchst fiir jedes fest € > O:

s g(x)Ke(f(Xu))dx =

lez‘]f&
g+ i-yD)K_ (£ (+Vi-y) )4 (- 1=y DK _ (£ (-Vi-y®)) i
=7 -
lyl< V1-y?

:
1T __ - = 2
= s ey 2 @V DK (E@V-rh)) rg (VI k_(£(-Vi-r?))ar

n-1 0

(Dabei ist w_ _, der Inhalt der n-1 dimensionalen Einheits-

1

sphédre:

.01 n-3
21 (3) 1 z
g = o ) = e I (79 T g(e)K_(£(s)) ds
T (=) -
2
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Fiir Nullstellen s; im Innern des Intervalls J gilt nun

weiter:
n-3
lim / (1-s) 2 g(s)K_(£(s))ds =
e->0 J 5
>0
n-3
=ﬁ? (1-s%) 2 g(s¥)
il \
£1st) |

Ist der Punkt -1 eine Nullstelle, sc kdnnen wir ein

§ > O so wihlen, daB gilt:

-1+6 n_;g
lim s (1-s) g(s)K (f(s))ds =
e-0 -1 .
e>0
n-3
12 2 q(=1) .
T2

[£'(=1)1

Fiir den zweiten Randpunkt +1 verschwindet der entsorechende
Grenzwert, so daB wir im Fall der Existenz von Nullstellen
im Punkt -1 und im Innern des Intervalls die folgende Bezie-

hung erhalten:

n-3
+1 5
lim S (1-s) g(s)KE(f(s»ds =
e->0 -1
e>0
R n_gé n-5
1-s% s* 2
_ 3 =) 9Gh) 22 g1
p=1 I£' (sX) | T£' (=1) |
u
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§ 4 Uber eine Anwendung des GauBschen Satzes

Es ist interessant, den GauBschen Satz innerhalb unserer Unter-
suchung anzuwenden: Wir betrachten das folgende Integral fiir

e > O:

of i
K_(f(x(t))) D™ dt,...dt__., n=1,2,...

axi 1

i)
I
LS

s

Dabei bezeichne KE einen Kern der Klasse [K]1, f:0-f(Q) sei
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion welche das Ge-

biet @, dessen Rand frei von Singularit&dten sei, auf ein In-

tervall la,bl = f(Q) < R abbildet.

Mit T4 bezeichnen wir das zu einer Teilfldche Fg von 3@ geho-

rige n-1 dimensionale Parametergebiet zu einem bestimmten At-

las von 3Q: ] Fg =] F(Tg) = 32 . D(x) € R® sei die normierte,
s S

in das Innengebiet von Q weisende Fldchennormale von 3Q im Punk-

te x.

Fiir jedes ¢ > O folgt dann sofort:

of i _
s Ke(f(x(t))) X D dt1...dtn_1 e
b T 1
s
s

FIRY(£(y) (vf(y))2+xE (£(¥))77£(¥)) 1y, .. .dy_
Q

und wir haben
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lim s K (£(x(t))) (vE.D)dt, ...dt__., =
€ 1 n-1
e-0
e>0 X TS
s

. 2
lim £ [K' (£(y)) (VE) 24K _(£(y) (v2E)ldy,...dy_.
e € 1 n

e-0 Q

e>0
Weiter haben wir filir zweimal stetig differenzierbare Funktio-

nen P und differenzierbare Kerne Ke/ :

n
1 n
P(x) = P (X1""Xn)"'°' P (X1""'Xn) n=2,3,...)
BPi
lim / K (P(x)) =— D dt,...dt =
e»0 ] ME/D 9%y i =
s
e>0 s
i 2 2l
i P 3P
lim I[VKe/n(P(X))(KET) +K€(P(X»§§f§§—]dx1...dxn
e>0 @ J 37k
e>0

i,j,k=1,...n

Diese beiden Ergebnisse werden durch die folgende Beziehung

impliziert:

Bezeichnet Q(x) = (Q1(x1,...xn),...,Qn(x1,...,xn))

eine auf @ differenzierbare Funktion, welche auf 2 noch stetig

sei, so gilt fiir differenzierbare Kerne Ke/n € [K]n:

lim / K (P(x)) (Q(x),D)dt.,...dt =
e>0 s

. apt
iig é [VKE/n(P(x)XEETQ(X))+K€/n(P(xn(VQ(x))]dx1...dxn

e>0
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§ 5 Hyperfldchen als Nullstellengebilde

Als wesentliches Ergebnis dieser Arbeit zeigen wir nun den fol-

genden

Satz 5.1: Sei @ ein beschrinktes Gebiet im R" und sei

n
£= (£ (Rpreeerx e frlxg, X)) RT 50 2 £ (@) © R aus
der Klasse C1(Q). Der zur Abbildung f geh&rige Kern bestehe aus
einem g-dimensionalen Hyperfldchenstiick zu welchem die Parame-

terdarstellung

y: = (Y.‘(t1ro--’tr)l---lyn(t1l"°ltr))l r<n; r,n=1,2...
RE 5T 5 y(T) = Kern (£/0) < R%, v € C1(T)

existiert mit einem gewissen Parametergebiet T.

Ferner existiere =zu Kern (f/Q) eine weitere Abbildung

g: = (g1(t1,...,t 1511---15 )r---r

r n=x

gn(t1r---Itrrs1l---rsn_r))
nit

T x S > g(T,S) < Rn, welche fiir jedes t € T lokal topologisch
g

sei:
dg dg dg _
| (t,s)A (t)s)A...A (t,s)|=|D(g(t,s))|=a + O
ds ds ds
1 2 n-r
flir t € T, wobei wir O.E. sogar |a| = 1 annehmen dtirfen.
F(x) = (F1 (X1...Xn),--.,Fp(x1,...,xn) sei eine auf g be-

schrinkte Funktion der Klasse c® (Kern (£/9))
(Im iibrigen ist diese Funktion nur als Gewichtung der Hyper-
fldche Kern(f/Q) zu betrachten. Im einfachsten Fall k&nnen

wir fliir sie die Konstante F(x)=1 wdhlen.)
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Dann gilt:
lim s F(X)Ke/r/gf(x))dx =

e-0 @
e>0

dx = dx.,...dx
1 n

= / |D(g(t,0)) | F(y)dw
Kern(£/Q)

(dw bezeichne das r-dimensionale Fl&dchenelement von Kern(f/Q))

= =i dy d
= J|D(g(t,00)| F(y(t))- EE—A...E%EIdt1...dtr.
T < RT

[Ein &hnlicher Zusammenhang ergibt sich falls wir an Stelle

des Kerns Ke/r einen solchen der Form

a,+...4+a
1 a 0% ois 0
3 n () = K L q verwvenden
a, uq e/r/n e/r '
aU ...au
1 q

In diesem Fall haben wir (mit der entsprechenden Forderuno

nach Differenzierbarkeit) in den letzten Formeln den Term
o PRPREReT o | (o L, S o]

F(y) durch F Uy) = éal———§~—5 F (y(v))
3. 1...9.r
a u
1 r

zu ersetzen, da dieser Kern im wesentlichen die gleichen

Eigenschaften wie der verwendete besitzt.]

Der Beweis folgt mit der Transformationsregel hauptsdchlich

aus der Entwicklung der Funktion f nach den Termen v und g:

Da F beschrdnkt und der Kern K . normiert ist, folgt zun&dchst

e/
die Existenz des Grenzwertes J
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lim J F(x)K /r(f(x))dx =

€0

e>0

= 1lim (( ... dx + J s dX)
e~0 Kern(f/q) Q-Kern (£/9)
e>0

dabei verschwindet der zweite Term in der Klammer wegen Eigen-
schaft (C).

Mit [Kern(f/Q)]: =: y(T)+g(T,S*)
= {s € S'|s|<6,6>0}

haben wir:

(f(x))dx -> J

/ F(x)K (f(x))dx - J F(x)K
ks §-0 By -0
[Kern(f/n)] 550 Kern (£/Q) o0

Weiter gilt:

) F(x)Ke/r(f(x) )dx =

[Kern(£/2) ],

= Tf F(X(t)+g(t s))K e fi (f(y(t)+[——(t s)]s+0(t,s)) e

|3y ay 39 3g
at1A Adt | Ias1A .Aasn—r dt,...dt ds,...ds_ __

o(t,s)

= = lim |g(t,s)]| =

|S|—>O

mit lim I
|s|-0

wegen

A8 |E1 fiir ¢t € T folgt:

of

=/ Fly(t)+g(t,s)K_, ([§5(t,s)])-s+0(t,s)) |2 |at ds -
T x s* N 5_’O
dwt §>0
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I F(y(£))K_, (ut0(t,0))

*
T x Sé

5> f F(y(t))|D(g(t,0))| duw
T
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