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18 G. Kissler

Autorreferat

On new elementary residue-theorems for domains in n-dimensional

space with applications to the main theorem of the theory of

implicit functions and the theory of non-linear optimization

Since the publication of L.E.J. Brouwer: "Uber Abbildungen von
Mannigfaltigkeiten" (Math. Annalen 71 (1912) some efforts have
been undertaken to examine the main properties of the so-called
"degree of a map." The present note may be regarded as a continu-
ation of these works, although Brouwer's results and the results
of the following works have not been used here. It seems remark-
able, that for understanding the principal theorems of this work
it suffices to be acquainted only with the notion of the &é-func-
tion. It is moreover interesting, that by the principal theorems
of this work a duality between the involution i % and the

6-function is revealed. This means that there is a dual relation-
ship between any known theorem of the theory of functions of one
or several variables and those theorems in analysis in which the
6-function occurs. It is also shown that the elementary main
theorem within the theory of implicit functions can be replaced
by & more preccise one - this means that it is possible to show
by a closed formula the form of any implicit function.

As a further application closed formulas are given for charac-
teristic functions for the direct calculatic . of. zeroes and also
for the common problem of non-linear optimization.
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Residucnsitzé 19

Einleitung: Die vorlicgende Arbeit beschaftigt sich mit einem
neuen Ergebnis zum Gebiet der Distributionen. Es handelt sich
dabei im wesentlichen um eine bislang unbekannte lMethode zur
Berechnung von Nullstellen und Fixpunkten durch einfache Inte-
gration, wie wir sie bercits in der Cauchyschen Integralformecl
kennen.

Gerade weil diese Methode einfach erscheint, diirfte sie sowohl fiir
die mchr abstrakte, nicht unmittelbar auf die Losung eines kon-
kret vorgegebenen Problems zielende Mathematik als auch fiir die
reine liumerik von Interesse sein. )

Der hier verwandte Formalismus zur Darstellung von Distributio-
nen ist bewuBt so gehalten, daB auch ein mit diesem Gebiet nicht
oder wenig vertrauter Zugang zu den wesentlichen Ergebnissen
findet.

Die dabei zutage tretende "e-Terminologie" driickt gewissermalien
eine Unschirferelation fiir die praktische Mathematik aus. So
sind ja Grenzwertberechnungen bei Verwendung einss "hinreichend
kleinen" aber positiven, also endlichen Wertes fir ¢ im prak-
tischen Beispiel nie notwendig, da bereits ein gewdhnlicher De-
zimalbruch mit endlich vielen Zahlensymbolen, die wir zum nor-
malen Rechnen benutzen - im Regelfall ebenfalls nur angenéﬁert
festgelegt werden kann. i

Es soll versucht werden, eine Abschdtzungsformel in einer spdte-
ren Arbeit aufzustellen.

Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir versuchen, die aufgestellten
Satze durch Beispielc, die wir im letzten .Kapitel zusammenfassen,
zu erldutern. Besonders sei vermerkt, daB aufgrund der hier ge-
zeigten Korrelation zwischen dem komplexen, .ormierten Integra-
tionskern ?%T % und der Deltafugktion jeder Satz der Funktionen-
theorie, in den die Involution - eingeht, seine duale Entspre-
chung in der reellen Analysis - und umgekehrt - findet. Dabei
treten weitere duale Beziehungen etwa zwisch n Kurven - und
Flachenintegral auf. Auch solche Bezichungen sollen in einer
spiteren Arbeit behandelt werden.

SchlieBlich sei noch betont, daB die Residuensdtze in dieser Ar-
beit wie die bekannten Sdtze der elementaren Funktionentheorie
zur Ermittlung der Summe und Anzahl von Nullstellen in einem
Gebiet dienen und damit wie diese eine Alternative zur iterativen

Methode darstellen.
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20 G. Kissler

1. Eine Klasse von Kernfunktionen

Da diese Arbeit bewusst elementar gehalten ist, bringen wir hier
eine einfache Wiederholung zum Begriff der &-Schar:

Sei [K] dieJjenige Menge reellwertiger, positiver Funktionen,
fir die gilt:

(A) Jedes Element K'c [K] ist auf R’ x R definiert;
d.h.: Fir jedes positive e ist

K' = K'(e, x1,x2,x3,...,xn) =: Ke(x1,x2,x3,...,xn) als
Funktion von x1,x2,x3,...,xn stetig und positiv.

(B) Fir jedes positive e ist

J - .
o Ke(u)du =1, du =: du1du2du3 ee. du

(C) Fir jedes positive & ist

i_i}g [ (u)au = 0
e0 |ul|>8

Beispiel: Der sogenannte "WeierstraBche Term":

_ 1xl?

€
e n
z;;;;ﬁ— x € R

Anmerkung: Der "WeierstraBche Term" stellt einen Spezialfall fir
die Darstellung der sog. 6-Funktion dar.

Die "§-Funktion" kann im wesentlichen durch einen einfachen Grenz-
prozeB, wie in der eben gezeigten Formel, durch eine Reihe, oder
durch eine Integralformel dargestellt werden:

a) Darstellung durch eine geschlossene Grenzwertformel:

1 1lim €
8(x) = =
T €0 e + x
1
5(x) = - lim sinxnx
i inx
1 1
8(x) = In nig ex
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Residuensitze 21

b) Darstellung durch eine Reihe:
Ist {@n(x)} n=20,1,2,3 ... ein vollstidndig normiertes

Orthogonalsystem, so ist

8(x-y) = g‘v;(X)w(y)
n=0

¢) Darstellung durch ein Integral:

+
5(x) = %E ) el2X gz
o

Mit [K] bezeichnen wir diejenige Teilmenge von [K], deren Elemente
fiir Jedes feste positive €, (als Funktion von x) einen kompakten
Trédger haben und fiir die Uberdies gilt:

(D) Zu Jjedem positiven & existiert ein positives € mit
fe(x) =0 fir |x| > &.

Lemma 1.1 : Sei Ks(x) e [K] und sei f(x) e Cg(Rn).
Fir € > 0 sei

£f.(x) = [ K _(y-x)f(y)dy.

Dann konvergiert fe(x) fiir e = O,
gleichmissig fir alle x € R® gegen f£(x) :

glelchmissig
£ (x) El:ig?gaﬁsé > f(x). (Ohne Beweis)

»

Lemma 1.2 : Seil f(x) eine reellwertige Funktion der Klasse

CK(Q),k 2 1 (Q vezeichne die Abschliessung eines
beschrédnkten Gebietes Q C Rn). Ferner sei Ke(x) ein Element
der Klasse [K], das flir jedes feste, positive & zur Klasse
Ck(Q) gehsrt, und D® bezeichne den Differentialoperator

aa1 + as + ... a,

Ef 5% %n
3, 3, Ox

(a = oy +ta+ta+t ... an)
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22 G. Kissler

Dann konvergiert das Integral
ot (v)D%K_(y-x)dy fir e+0,e>0
gleichmissig gegen die Funktion (-1)9D%f(x). (Ohne Beweis)

2. Residuensitze fiir Gebiete im R"

Satz 2.1 : Sei Q ein beschrinktes Gebiet im R". Die Abbildung
y: xy(x) = (y1(x1,...,xn),...,yn(x1,...,xn)),

Q -~ R, sei auf O stetig und gehdre zur Klasse C1(§).

Die Menge der a-Stellen von y, d.h. die Menge

{(x e B*] xe Q, y(x) =ac R a fest} sel entweder leer oder
bestehe nur aus isolierten Punkten. Fiir jedes x ¢ 3Q sei y(x) # a
und die Funktionaldeterminante J[y(x)] sei an jeder a-Stelle von
Null verschieden. Ferner sei Ke(x) ein Element der Klasse [K].

Dann existiert eine positive Zahl e*, so dass fiir alle
e < g*, € > 0 das Integral

fa Ke(y(x) - a)]J [y(x)]ldx gleich der Anzahl der a-Stellen
von y in Q ist.

Beweis: Fall (a): Die Menge der a-Stellen in Q ist leer. Dann
ist die Menge der a-Stellen in ganz Q leer. Auf Q nimmt die
Funktion z(x) = y(x) - a ein positives Minimum an. Es ist
deshalb méglich ein €% so zu wahlen, dass der Trdger von K *(x)
innerhalb einer Kugel vom Radius my liegt. Daher verschwindet
das obige Integral und wir haben N »O.

Fall (b): Die Menge der a-Stellen in-Q besteht aus isolier-
ten Punkten. Dann kdnnen wir zweil positive Zahlen €* und & so
wdhlen, dass gilt:

(I) Der Triger von Ke(x) ist ganz in einer Kugel D5,0 um den
Ursprung mit Radius & enthalten.

(II) Zu Jeder a-Stelle Xy in Q existiert eine abgeschlossene
Urigebung Uy, (1 =1,2, ... N), so dass je zwei solcher Umgebungen
zueinander disjunkt und ganz in Q enthalten sind, sowie von den
Jeweiligen Restriktionen der Abbildungen z: x — y(x) - a, auf

Ui topologisgh auf D5,o abgebildet werden.
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Residuensidtze 23
Damit haben wir:

£Ke.(v(x) -a) |3l y(x) ]| dx = [ K y(y(x)-a) |3 y(x)] lax +
f U, =U

+f KE*(y(x)-a)| Jly(x)]lax =
Q-U
6 Kox(y(x)) [3[2(x)] [dx +

Q{UKE*(Z(X))IJ[Z(x)] lax =
= i: éixe*(u)du = N.

Als Folgerung erhalten wir den

Satz 2.1a : Sei Ke(x) ein Element der Klasse [K]; sonstige
Voraussetzungen wie vorher. Dann gilt:
Die Anzahl der a-Stellen von y in Q ist gleich
folgendem Qrenzwert:

Un [ K _(y(x)-2) |3[y(x)] |ax.
e0 Q
>0

Satz 2.2 : Voraussetzungen wie bei Satz 2.1a und zusftzlich:
Die Menge der a-Stellen von y in Q sel nicht leer.
(sie bestenht daher nur aus isolierten Punkten).
Dann hat die Summe der a-Stellen von y in Q den Wert:
] %K (y(x) - a)|I[y(x)] lax
Q :
xK_(y(x) - a)|J3[y(x)] |ax
1im [ v

e*0 .
e>0

é x K (y(x) - a)| J[y(x)] lax

. . .
Bewels: Wir betrachten die k-te Komponente des obigen Ausdrucks.
Zu einer beliebigen, aber fest gewdhlten a-Stelle x* existiert

eine Umgebung U*, die von der Abbildung z: x — y(x) - a topologisch
auf die Kugel Bg o = uer Jul<s)86>o0, abggbildet wird.

2z bezeichne die Restriktion von z auf U.
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24 G. Kissler
Es gilt:

6* kae(Y(x) - a)|J[y(x)]ldx = 6* kae(;(x))|J[;(x)]|dx -
AT E) 1K (E6)) 1918 () ax =

é [5-1(u)]kxe(“)d“.536"> [2'1(0)]k - x*,.
&0 e0

Wegen Lemma 1.2 konvergiert das letzte Integral fir

[2'1(0)]k =X (k-te Komponente von x). Damit ist aber bereits
alles gezeigt.

Wir bezeichnen die Sttze 2.1 und 2.2 als Residuensitze fiir

Gebiete im R".

Sie werden durch den folgenden, allgemeineren Satz impliziert:

Satz 2.3 : Voraussetzungen wie in Satz 2.2 und zusitzlich:
Sei f: B" 5@ —> R, x > £(x) =

(f1(x1,...,xn),...,fq(x1,...,xn)), n,q > 1, eine Funktion der

Klasse C°(Q).

Dann ist die Summe der Funktionswerte von f an den a-Stellen
von y in Q gleich folgendem Grenzwert:

(" [ (0% (3(x) - )13ty ()] lex )
e éfz(x)Ke(y(x) - a) |3y (x)]lax
i | .
e>0 :
L\.éfq(x)Ke(y(x) - &) |3y (x)]lax
-/

Bewels: Wir betrachten die r-te Komponente des obigen Ausdrucks.
Dabei verfahren wir wie vorher und wihlen eine Umgebung U* einer
beliebigen, aber im folgenden festen a-Stelle x* als Integrations-

geblet:
{s £.(x)K (y(x) - &) [I[y(x)]lax =

~=1,~ ~ ~
6* £.(z (2(x)))K (z(x)) [3[z(x) ] |ax =
(Z bezeichne wie vorher die Restriktion von z: x — y(x) auf U*).

J £ (2 (W)X _(u)du —x> £_(x).
Z(U*)=Bg o~ © fig— :
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Die Konvergenz dieses Integrals ist wiederum durch Lemma 1.2
sichergestellt. Wie vorher gilt damit der Satz fir ganz Q.

Korollar 2.3.1 : Voraussetzungen: (a) Es existiert mindestens
- ein Fixpunkt x* von y in Q. (b) Die Fixpunkte von y in Q sind
isolierte Punkte. (c) Kein Fixpunkt liegt auf dem Rande dQ.
(d) Die Funktionaldeterminante der Funktion y(x) - x ist an
jedem Fixpunkt von Null verschieden. (e) Die Funktion F(x) =:
(F1(x1,x2,...,xn),...,Fl(x1,x2,...,xn)), 1 > 1 ist stetig.

Dann gilt: Die Summe der Funktionswerte von F(x) an den Fix-
punkten von y in Q ist gleich dem Grenzwert

[Py (0 (y(x) - W 13Ty(x) - ] dx
- éFQ(X)Ke(y(X) - x) |9y (x) - x]lax
e% :
L [F (2K (y(x) - x) 13Ty (x) - x]lax

Korollar 2.3.2 : Voraussetzungen ( (a) oder (b) !) :
(a) Es existiert genau eine a-Stelle von y in Q sowie:
f(x) ist eine stetige Funktion und g(x) ist stetig fiir y ¢ £(Q).
(b) f und g sind linear und komponierbar.
Dann gilt die folgende Vertauschungsregel:

g o f(lim [ xK _(y(x) - a) |[J[y(x)]|ax) =
e0 Q
0
g(lim [ £(x)K_(y(x) - &) [3[y(x)]lax) =
e0 Q
0
= lm [ gef(x)K_(y(x) - &) [I[y(x)]|ax.
e0 Q

e0

Korollar 2.3.3 : Setzen wir fiir F(x) die Funktion sign(J[y(x)1]),
so erhalten wir den sogenannten "Brouwer-Grad" :

dly(x),Q,2] = lim [ sign(J[y(x) K (y(x) - a)|I[y(x)]]ax
e0 Q
0 A
= 1lim [ Ke(y(x) - a)J[y(x)]dx.
=0 R

e0
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Bevor wir auf die enge Wechselbeziehung zwischen den hier ver-
wendeten Integrationskernen und den komplexen Funktionen

11

1 \m 1
3 z DPezlehungsweise (ﬁif)

2425
bringen wir noch ein Ergebnis, welches sich mit Hilfe von Lemma
1.3 leicht ableiten 1ldsst:

m = 1 ndher eingehen,

...z 4

Satz 2.4 : Voraussetzungen wie in Satz 2.3 und zusdtzlich:
Sei f(x) = (£, (x1,...,x Yoous sl (x1,...,x )) eine

Funktion der Klasse C (y(Q)), k,q 2 1. K(x) gehtre fiir jedes € > O
zur Klasse Ck(Q) yi1 sei die fiir eine gewisse Umgebung U, der
a-Stelle x; erklirte, und zur Differentiationsklasse C (U ) ge-
hérige Umkehrfunktion von y. Ferner sei

aa1+(:12+. . .+qn
B | ————t—— 1 a, + + o0t £ k.

a 1332 aan 2 1 a )

I S (a=c1+ag+-...+an)

D%

Dann gilt: Die Summe Z[D(foy21)](a) hat den Wert
1

(-1)% 1m [ £(x)K2(y(x) - &) [3[y(x)]lax ¢ R
e—0

e0
(mit Kg(u) =: D°K€(u).)

Bewels: Aufgrund der Vertauschungsrelation fiir den Operator b
haben wir fiir jeden Index m, 1 {( m £ q:

Um [ [D%(f ey; ) My (x)K (y(x) - &) [3{y(x)]ldx =
e0 U

e0 T

um (-1)% £ (x)KZ(y(x) - &) [I[y(x)]lax.
eﬂg Ui

(>4

Dies folgt unmittelbar aus Lemma 1.3 und Satz 2.2. Damit ist aber
bereits alles gezeigt.

Satz 2.5 : Voraussetzungen: (a) Sei Q ein einfach zusammen-
hingendes Gebiet in der komplexen Ebene, auf dem die
Funktion f(z) holomorph ist.
(b) Sei C ein geschlossener, doppelpunktfreier,
positiv orientierter Weg, der zusammen mit seinem Innengebiet Qc
ganz zu Q gehdrt.
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(c) sei K _(t) = K (ty,t;) ein Element der Klasse [K],
welches fiir alle e- 0 und alle Paare reeller Zshlen (t,,t o) € R
erklirt ist.
Dann gilt: Bezeichnen wir z = x + iy, wobel x und y reelle
Variable seien, so gilt fiir Jede komplexe Zahl z, € QC die Be-

ziehung:
1 f(u )
f(zo) = 57 / 3_4_%_ du = lim [ f(x + 1y)KE(x - XY - yo)dxdy.
(¢ o) e0 Q
0
Anmerkung: Man beachte die Ahnlichkeit der entsprechenden Ab-

leitungsformeln!

Beweis: Die Behauﬁtung folgt ohne Schwierigkeiten sofort aus
Lemma 1.2.

Wir wollen nun die Elemente der Klasse [K] dazu beniitzen, die
Ublichen dlteren Residuensdtze der Funktionentheorie schérfer
zu fassen:

Satz 2.6 : Voraussetzungen (a), (b), (c) wie vorher und zusttzlich:
(d) Sei f£(z) # 0 fiir z ¢ 3Q.

(1) 1Ist Ke(t1,t2) ein festes Element der Klasse [K], das ent-
sprechend der Bedingung (c) gewidhlt ist, so kann eine e* > O so
gewthlt werden, dass filir alle positiven & < e¥ gilt:

(I,1) Die "arithmetische" Zahl der Nullstellen von
f£(z) in Q, d.h. die Anzahl der Nullstellen von f(z) in Q:
N = %Ni, N, = 1 fir alle i, ist gleich folgendem Integral:

£KE(Re(f(x + 1iy), Im(x + iy))|f' (x + iy)|dxdy

(1,2) Die "algebraische" Zahl der Nullstellen von f(z)
in Q: N = %sign(f'(zi)) ist gleich dem folgendem Integral:

éﬁe(Re(f(x + 1y), Im(x + iy)) £'(x + iy) dxdy

0O firz=0
mit sign(z) = g =

|| Tir z £ 0.
(1I) 1Ist Ke(t1,t2) ein festes Element der Klasse [K] und existiert
in Q eine Nullstelle z, so gilt:

(I1,1) Die "arithmetische" Summe der Nullstellen von f(z)

in Q, d.h. die Anzahl der Nullstellen von f£(z) in Q ist gleich
dem folgenden Integral: ’
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28 G. Kissler
im [ (x + 1y)K (Re(f(x + 1y)), Im(f(x + 1y)))If' (x + 1y) |dxdy.
e0 Q

0 (II,2) Die "algebraische" Summe der Nullstellen von f(z)

inQ, d.h. die Summe L sign(f'(zi))zi, ist gleich dem folgende

lim [ (x + iy)Ka(Re(f(x + 1y)), Im(f(x + iy)))f'(x + iy) dxdy.

e0 Q

0

Beweis: Wir wenden die Sdtze 2.1 und 2.2 auf unser zweidimensio-
nales Problem an und haben dabei nur zu beachten, dass der Absolut-
betrag der komplexen Ableitung, f'(z), gleich der entsprechenden
Funktionaldeterminante ist.

Der folgende Satz bringt eine Analogie zu Satz 2.3 und schliesst
die zweite Aussage von 2.6 ein:

Satz 2.7 : Voraussetzungen (a), (b), (c), (d) von Satz 2.6 und
zusditzlich: (e) Sei p(z) eine reell- oder komplex-
wertige Funktion, welche auf Q stetig ist.
Dann gilt: (I) Die "arithmetische" Summe der
Funktionswerte von p(z) an den Nullstellen von f(z) in Q: Zp(zi)
hat den Wert i

im [ p(x + 1y)K_(Re(f(x + 1y)), Im(f(x + 1y)))If' (x + 1iy) |dxdy.
e0 Q
e0 (II) Die entsprechende "algebraische" Summe, d.h.
die Summe I sign(f'(zi))p(zi), hat den Wert

i
1lim £ p(x + 1y)KE(Re(f(x + 1y)), Im(f(x + 1y))) £'(x + iy) dxdy.
e0
e0

Bewels: Belde Telle dieses Satzes folgen unmittelbar aus
Lemma 1.2 und Satz 2.3.
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3. Uber die Theorie der impliziten Funktionen

Es ist das Ziel dieses Abschnittes, implizit definierte Funktionen
erstmals durch einen allgemeingililtigen, expliziten Ausdruck, in
den wesentlich die vorigen Integralformeln eingehen, darzustellen.
Der Hauptsatz liber implizite Funktionen wird dadurch zu einem
Darstellungssatz erweitert. i

Zur Erlduterung der hier verwendeten Bezeichnungsweise bringen
wir zundchst folgende Wiederholung:

Sei g(x,y) = (31(x1,...,xk,y1,...,yl),...,gl(x1,...,xk,y1,...,yl))
mit k,1 > 1, eine Funktion, welche fiir alle x aus einer offenen
Menge U C RX und fiir alle y aus einer offenen Menge V C R' de-
finiert ist, und deren Werte im Rl liegen.

Existiert dann zu einer nicht-leeren Teilmenge Uo von U eine
nicht-leere Teilmenge Vo von V, so dass filir jedes x* ¢ UO die
Funktion Fy,(y) =: g(x*,y) suf V_ definiert ist und dort genau
eine Nullstelle y* : g(x*,y*) = O besitzt, so sagen wir, dass
durch g(x,y) = O eine Funktion f(x) implizit definiert ist:
g(x,f(x)) = 0 fiir alle x ¢ U,

Wir setzen nun voraus, dass g(x,y) eine vorgegebene Funktion ist,
die folgende Eigenschaften besitzt:

(1) e(x,y) gehdrt flir jedes feste x aus einer offenen, nicht-
leeren Menge U C Rk, als Funktion von y, zu den Klassen C° (V)
und 01(V). (V bezeichne die Abschliessung von V C Rl).

(II) Fiir jedes Wertepaar (x,y) ¢ U x V mit g(x,y) = O ist die
Funktionaldeterminanae vonvNull verschieden:

I le(x,y)] =2 det (35% (x,5)) #0

(1,3 = 1,2,...,1)

Satz 3.1 : (A) Voraussetzungen (I) und (II) sowie: Sel Ke(“)’

U = Wy,Uy,...5Uy, ein Element der Klasse [K].
Sei f(x) die durch die Gleichung g(x,y) = O fiir alle x aus einer
‘Menge U, cU, Uc Rk, implizit definierte Funktionen: g(x,f(x)) = O.
Ferner sei die Menge V, = g(U1;f(U1)) eine Teilmenge des Gebietes
Vo cVvVc Rl und habe dort einen positiven Randabstand. Schliesslich
sei g(x,y) # O fiir alle Wertepaare (x,y) der Menge U x ov,.
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Dann existiert eine positive Zahl e* derart, dass fir
alle positiven € < e* die Funktion

rle,Vx] =: [ K (8(x,y)) |3 le(xy)]ldy

V1
auf U1 erkldrt ist und die folgende Beziehung erfiillt:
0 fir x e U, x ¢ Uy

XE[E:V1;X] =
1 firxe U, x € U1

(B) Voraussetzungen (I) und (II) sowie: Sei fe(u)
ein Element der Klasse [K]. Sei (xg,¥, ) € U x Vmit g(x ,yo) = 0.
Ferner sei fiir jedes feste y aus einer gewissen Umgebung V von y,
(V c V), g(x,y) als Funktion von x, in einer gewissen Umgebung
U, von x  stetig. (Uo c U).

Dann wird durch die Gleichung g(x,y) = O eine auf Uy,
stetige Funktion f(x), deren Wertebereich in Vo liegt, implizit
definiert: g(x',f(x')) = 0 fir alle x' ¢ U,, und es ist f(x') e V.

Beweis: (A) Unser Problem kann wie folgt auf das von Satz 2.1
zurickgefiinrt werden: Zu jedem vorgegebenen x € U1 be-

stimmen wir die einzige (und isolierte) Nullstelle der Funktion

Fx(y) =: g(x,y) in V,. Da V, einen positiven Randabstand hat,

kinnen wir zu einem fest gewdhlten Element fe(u) ¢ [K] ein

€*¥ > 0 so bestimmen, dass filir jedes positive € < e€* die Beziehung

A [8:Vy,x] =1 gilt.

Es sei hier bemerkt, dass die Darstellung von xe[g,v1,x] auch
dann gililtig ist, wenn g(x,y) in x nicht stetig ist.

(B) In diesem Fall haben wir fir die Funktion X 8 Vy5x]
eine geniligend kleine Zahl € > O und ein geeignetes Gebiet V zZu
wdhlen. Wir gehen dazu wie folgt vor: Wegen der Stetigkeit von
g(x,y) in beiden Variablen x und y, beziehungsweise da g fir jedes
feste x, als Funktion von y, lokal topologisch ist, k3nnen wir
eine Umgebung U' C U von x so wihlen, dass die Funktionen Fx(y) =
g(x,y)sx fest € U', auf einer gewissen Umgebung Vo c V von :
(gemeinsam) definiert und stetig sind.

Innerhalb der Umgebung U' von X, kdnnen wir eine weitere Umgebung
U, von x_ so wihlen, dass g(Uo,Vo) eine Teilmenge von g(U',V) ist
und dort einen positiven Randabstand hat. Folglich existiert ein
e* > 0, so dass filir alle € < e*, ¢ > 0, gilt:

le[g,vo,x] = 1 oder O fir alle x € Uj.
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Aus der Stetigkeit von g, und deshalb von xe[g,vo,x] , folgt
dann alles weitere.

Wir setzen 1lim xe[g,v,x] =: A[8,V,x].
&0

e>0
Der Term \[g,V,x] kann librigens dazu benutzt werden fiir kompli-
zlert strukturierte Mengen im R oder ¢” die charakteristische
Funktion zu konstruieren. Seil beispielsweise eine differenzier-
bare Funktion p(x), die ein Gebiet G C RS auf ein Gebiet p(G) c R
abbildet, vorgegeben. Wollen wir nun fir irgendeine Teilmenge M
(die lediglich die entsprechenden Eigenschaften wie vorher \Z und
V, besitzen soll) von p(G) die charakteristische Funktion der Ur-
bildmenge M* : p(M*) = M konstruieren, so brauchen wir nur in
obigem Term fir g(x,y) die Funktion y - p(x) zu setzen.

Satz 3.2 : Voraussetzungen (I), (II) und : Sei Ke(u) e [X]
und sei g(x,y) =

(81(x1;---,Xk:y1.---:yl),--.,81(x1,---.xk:y1:--~,yl)): k,1 21,

eine auf U x V erkliirte Funktion. (Rk S U sei dabeil eine offene,
nichtleere Menge, V ein Gebiet im Rl). Mir Jedes feste y € V geh¥re
g(x,y), als Funktion von x, zur Klasse CJ(U),J 2 0. Schliesslich
sei noch fiir ein Wertepaar (xo,yo) € U x V die Gleichung g(xo,yo) =0
erfillt.

Dann existieren Umgebungen Uo und Vo von X
so dass die Funktion p[g,Vo,x] =

v,k _(g(x,¥)) 17, [e(x,y)]ldy
{ e v R

und Vo

{ v (8(xy)) 19, [e(xy) 1 ldy -
o

1lim

€0

e0 { y1Ke (8(x,3)) 13 [e(x,y) 1lay
o

cee

zur Klasse CJ(UO) gehort und fir alle x ¢ U° die Gleichung
g(x,ulg,V,,x] ) = O erfiillt.

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist klar, dass solche Umgebungen

Uo und V, und eine Funktion f(x) existieren mit g(x,f(x)) =0

fir alle x ¢ Uo' Damit kann das Problem aber auf das von Satz 3.2
zuriickgefihrt werden. Wir haben nédmlich nur fiir jedes feste x* e Uo

die einzige (und isolierte) Nullstelle von Fou(y) =: g(x*,y)
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innerhalb von Vo zu bestimmen. Aus der Darstellung der Funktion

plg,Vy,x] folgt dann auch die Aussage beziiglich des Differentiations-
grades J.

Bekanntlich ist das Problem der Konstruktion von inversen Funktionen
in einfacher Weise mit dem der Konstruktion impliziter Funktionen
verbunden.

Als elne Anwendung des vorigen Satzes bringen wir daher das folgende

Korollar 3.2.1 : Seien G und G' zwei Geblete im Rk, k > 1.

Die Abbildung f(x) : G = G' sei eineindeutig und gehdre zur Klasse
c'(6). Ferner sei die Funktionaldeterminante J[£(x)] £ O fir alle
x € G und Ke(u) sel ein Element der Klasse [K].

Dann gilt fir jJedes y ¢ G: u[y-f(x),G,y] =
éx K (y-£(x))|3[£(x)]]ax R

[x K (y-£(x)) |I[£(x)]ax

£ (y) = 1im .
e0 .
>0 ékas(y-f(x))lJ[f(x)]ldx
=4
Satz 3.3 : Voraussetzungen wie bel Satz 3.2 und zus&tzlich:

Sei f(x) die durch g(x,y) = O implizit definierte
Funktion: g(x,f(x)) = 0 fiir x e U C RL. Sei weiter h(x,y) =
(h(x1,...,xk,y1,...,yl),...,hs(x1,...,xk,y1,...,yl)) s,k,1 > 1,
eine Funktion, welche fiir alle Werte-Paare (x,y) € U x G erklirt ist
und die fir jedes feste x € U, (als Funktion von y allein), zur
Klasse C°(G) gehsrt.

Dann gilt fiir jedes x € U die Beziehung:
fh (x, 7K (e(x,¥)) 13, [(x,y) ] ldy

éhg(x,y)Ke(s(x,y))lJy[z(x,y) 1lay

h(x,f(x)) = 1im :
o0 | In(xy)K (e(xy) 1 le(xy)]ldy

Q

Bewels: Filir jedes feste x* € U ist die Funktion Fx*(y) =: h(x*,y)
auf G stetig. Wir kdnnen deshalb Lemma 1.2 und Satz 2.3
anwenden. Damit sind wir aber bereits fertig.

Diesen letzten Satz wollen wir noch in entsprechender Form in die
gewShnliche Funktionentheorie iUbertragen:

‘ Universitit Regensburg urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0034

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK


http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/
http://www.nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0034

Residuensatize 33

Satz 3.4 : Voraussetzungen: (a) Sei g(z1,ze) eine komplexwertige

Funktion, welche suf G, x G, € €, (G,,G, Gebiete in C)
holomorph ist. (d.h.: g(z1,z2) ist fiir jedes feste z, € G,, als
Funktion von 255 holomorph auf 62 und umgekehrt ist flir jedes feste
z, € Gy, g(z1,22), als Funktion von z,, auf G, holomorph).

(b) Sei C ein einfach geschlossener, positiv
orientierter Weg, der zusammen mit seinem Innengebiet GC zu 62
gehdrt. Flir jedes Paar komplexer Zahlen (z1,z2) G, x {C} sei
g(z1,22) # 0. Fir jedes feste z* ¢ G, habe die Funktion glz*,z)
genau eine einfache Nullstelle z, welche innerhalb des Gebietes
Gy liegt: g(z*,z) = 0 filr 2 ¢ Go-

(¢) sei h(z1,ze) eine komplexwertige Funktion, welche
auf Gy X 62 definiert und welche fiir jedes feste zy € G1, als

Funktion von Zos auf G2 holomorph ist.

P

Dann existiert genau eine Funktion f(z), welche auf
G holomorph ist und die Gleichung g(z,f(z)) = 0 fiir jedes
z e G, erfiillt. '

_ Fir die Funktion H(z) =: h(z,f(z)), welche auf Gg
holomorph ist, gilt die Darstellung:

1

(&' () = & g(zv)

Bewels: Sel z* ein fester Punkt aus dem Gebiet G1. Entsprechend
der Voraussetzung hat die Funktion Fz*(u) =: g(z*,u) innerhald
G, genau eine Nullstelle W,y : g(z*,uz*) = 0, und die Funktion

& elzhn)
s hat genau einen einfachen Pol G.,
g(z%,u) c*
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Flir eine gewisse Umgebung von U, haben wir deshalb die folgende
Laurent-Entwicklung:

& 8(z*,u) 4
g(z¥,u) ~u - u,

+ co(z*) = c1(z*)(u - uz*)1 + ...

Damit erhalten wir weiter:

* * ( * )
hlz gzz fu 2L - 8 f uu* + r(z*,u), wobei r(z*,u)
z

auf Gc holomorph ist und bel der Integration um C verschwindet.
Die Abbildung z* — U, kénnen wir dadurch darstellen, dass wir
fiir die Funktion h(z1,22) die spezielle lineare Funktion zy setzen
und die Cauchy'sche Integralformel verwenden:

h(z%,u,,) = h(z*,£(z%)) = zg f h(z*zuzﬁ)(z Y a0
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4, Charakteristische Funktionen

‘Bereits in Paragraph 3 haben wir eine‘Methode zur Darstellung
von Punktmengen im R” bzw. C€" kennengelernt.

Wir konstruierten dort eine charakteristische Funktion fir die
Urbildmenge von solchen, implizit definierten Funktionen, deren
Bildmenge, durch die Wahl des Integrationsgebietes, Einschrénk-
ungen unterlag.

Bevor wir diese Methode welter untersuchen, wenden wir uns der
Konstruktion von sogenannten Stufenfunktionen mittels der
Elemente der Klasse [K] zu. Wir erhalten dadurch die Mdglichkeit,
mittels Ungleichungen, Punktmengen im R bzw. im R und ¢”
charakterisieren.

Lemma 4.1 : Sei K _(t) ein Element der Klasse [K] mit
K (t) =K (-t) fir e >0 und t ¢ R. J = [x4,X,], Xy < X, bezeichne
ein abgeschlossenes Intervall in R, auf dem die reellwertige

Funktion f(x) differenzierbar ist. Ferner sei
7, (£,a,b) = P K (£(t))£' (t)at, - a,b e T
a

Dann gilt: (a) 7, (£,t,,%5) = -7 (£,t,,8,)
fir t,,%, ¢ J

(b) 1Ist x* eine Nullstelle von f, welche in dem
offenen Intervall (x1,x2) liegt, und fiir welche die Ableitung
f' nicht verschwindet, so existiert ein § > O mit

.

lim 7, (£,x*-8, x*+8) = 1.
&0
0

Beweis: (a) ist unmittelbar der Darstellung zu entnehmen,
(b) folgt aus Lemma 1.1.

Lemma 4.2 : Ke(t) sei wie vorher.definiert. U =: [a,b],

a < b sei ein abgeschlossenes Intervall in R. f bezeichne
eine reellwertige, auf U differenzierbare Funktion, welche an
den Randpunkten die von O verschiedenen Werte f(a) = Ty und
£(b) = r, annimmt. An allen Nullstellen von f in U sei die Ab-
leitung f' ungleich O.
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Dann existiert auf U die Funktion

(f,a,x) =: 1lim ? K, (e(e))e'(t)at + ¢,
e0 a

0
1 fir ry, > 0
(o]
(0] fﬁr_r1 <0

.o

und es gilt:

0 fir f(t) <0, teU
t(f,a,x) =
1 fir f(t) >0, teU

Beweis: Zundchst ist klar, dass die Funktion f in U entweder
keine, oder nur isolierte Nullstellen haben kann.

Existieren in U keine Nullstellen, so gewdhrleisten Lemma 1.1

und die spezielle Wahl der Konstanten Ca die Behauptung.

Im anderen Fall sind die Nullstellen anordenbar:

x? < xg < xg < ... und es existiert eine Zahl & > 0, so dass fiir
jede von ihnen ein Intervall Jx*i =t [x} -8, xt+8], 1eX-=

Indexmenge, ganz zu U gehSrt und keine weitere Ngllstelle besitzt.
Ferner sind die Vorzeichen der Ableitungen flir zwei aufeinander-
folgende Nullstellen xﬁ und x§+1, k, k+1 € X, verschieden:

eign(f‘(xﬁ)) = -sign(f'(x§+1)). Wegen Lemma 4.1 kdnnen wir nun

zu einem x € U, mit £(x) = r # O und einem hinreichend klein
gewdhlten, positiven 8§, ein €* > O SO bestimmen, dass gilt:

Te*(f,a,x) = z - JRex(£(£))E" (t)dt + C, =
€
J
xI+6<x xI
= 4 g X sign(f’(x{)) +Cg.
x¥+d<x
o X
(Damit folgt nun fiir den Grenziibergang e+ 0, € > O, alles
weitere).

Neben der soeben dargestellten Konstrukt!on einer Stufen-
funktion fiir differenzierbare Funktionen verweisen wir noch auf

Lemma 4.3 : re(t) sei wie bel Lemma 4.1 definiert. f sei eine
reellwertige, auf dem offenen Intervall (a,b), a < b, stetige
Funktion.

‘ Universitét Regensburg urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0038

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK


http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/
http://www.nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0038

Residuensidtze 37

Dann ist die zusammengesetzte Funktion

£(x) 1
o(f(x)) =: limoe(f(x)) =: lim f Ke(t)dt i
e o

e0

auf (a,b) definiert und hat die Eigenschaft:

1 fir £(x) = ry >0
o(f(x)) =
0 fr f(x) = r, <0

Beweis: Wir beschrinken uns auf den Fall: |[f(t)]| = r,> 0
fur ein t ¢ (a,b). Es gelten dann die folgenden Beziehungen:

r L
- f Ke(t)dt = f Ke(t)dt und
o] . (o]

r -r
- lim [ K_(t)at = 1lim [ K_(t)dt = ! , woraus unmittelbar
o ¢ e0 o ¢ 2

e*0
e0 0
die Behauptung folgt.

2
R
Allgemein gilt fir charakteristische Funktionen:

Sind chr(Q1,x) und chr(QQ,x) zwei charakteristische Funktionen
fUr zwel Mengen Q, und e, c A (welche fiir ein Gebiet G C - g

G > (Q1U 92) explizite vorgegeben seien), so haben wir:
min( chr(Q1,x), chr(Qe,x) = chr(Q, n Qe,x),
chr(Q1 V] Qa,x).

Max ( chr(Q1,x), chr(Qe,x)

Daraus folgt:

]

chr(Q1 n Qe,x) chr(Q1,x) chr(Qz,x) B und

1]

chr(Q1 U Qz,x) %[chr(Q1,x) + chr(Qg,x) -
- chr(Q1,x)chr(92,x)]i

Bezeichnet Q° die Komplementdrmenge von Q in G, dann gilt:
chr(9%,x) : chr(Q,x) = 1.
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Schliesslich wollen wir noch die in Paragraph 4 kurz

erwdhnte Methode zur Konstruktion einer charakteristischen
Funktion erldutern:

Wir beschrénken uns auf den folgenden einfachen Fall:
Sei f(x) = (f1(x1,...,xn),...,fn(x1,...,xn)) eine auf

der Abschliessung eines beschridnkten Gebietes @ stetige
Funktion mit der Wertemenge £(Q) c K. Q bezeichne eine
Teilmenge des R", fir die £(Q) - Q kompakt ist. Ferner

seien M die Menge {x ¢ SCc R*| x¥-y ¢ £(R) - Q) und Ks(x)

ein Element der Klasse [K].
Dann ist A[f(x)-y, £(Q)-Q,x] =:

1im K_(f(x) - y)dy
=0 fr(R)-q €
0

die charakteristische Funktion von M.
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5. Eine Methode zur genauen Bestimmung von Nullstellen

In diesem Paragraphen wollen wir mit Hilfe der Ergebnisse
der Paragraphen 3 und 4 eine Methode zur direkten Bestimmung
von Nullstellen ausarbeiten.

Prinzipiell kdnnen wir Nullstellen von solchen Funktionen,
auf die die Integralformeln des Paragraphen 3 anwendbar sind,
dadurch finden, indem wir liber solche Teilmengen der entsprech-
enden Definitionsgebiete integrieren; die im Innern genau eine
Nullstelle besitzen.

Wir wollen diese Methode hier weiter entwickeln und beginnen
mit der Nullstellenermittiung einer in einem Gebiet komplex-
wertigen, holomorphen Funktion f(z). Auf die sehr enge Korrelation
zwischen den Integrationskernen der Klasse [K] und der Abbildung

[(2%1)2]'1 wurde bereits frither hingewiesen.

Satz 5.1 : (A) Seil f(z) eine in einem einfach-zusammen-
héingenden Gebiet Q der komplexen Ebene holomorphe Funktion.

(B) Sei [C] eine Menge von doppelpunktfreien,
geschlossenen Wegen in der komplexen Ebene mit den folgenden
Eigenschaften: Zu jedem Zahlenpaar (t1,t2) e RF xR =

[O,w]a, t, < t,, existieren in [C] zwel Wege C, und C, mit
1 2 t1 t2

mit den Eigenschaften:

Ct und Ct umschliessen Je zwel einfach zusammenhingende Gebiete
1 2

Q, und ©, , wobel C, =@, 41 =1,2, und 8, C Q
t, t,* e, =%, XK 5.5 %
fiir 0 € t, <ty eilt.

2

Zu Jedem Punkt z ausserhalb eines, zu einem Weg CJ e [C]
gehbrenden Gebletes, mit dem Randabstand € > O gibt es eine
Zahl & > 0, so dass der Weg C, = CJ+6 € [C] durch diesen

Punkt fihrt. Flir Jedes J <o 1st das zu CJ gehdrende Gebiet

QJ beschrédnkt.

(C) Die Funktion f(z) habe auf @ : C, = bo
kelne, und auf jedem Weg ct € [C] Jeweils nhdchstens eine
Nullstelle. -
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(D) sei [oe(t)} eine Folge von reellwertigen

Funktionen, welche auf R definiert sind, mit folgenden Eigen-

schaften:

: 1 firt>e¢e>0

o (t) = und
& 0 fiirt <-e <0

oe(tj) < cs(te) fur t, <t, e R, €5 0

2

Ist dann 8(r) eine auf R = [0,0] erklirte
Funktion, die auf dem Definitionsbereich der Funktion

3(r) =: ér gf%g% dz

mit dieser lbereinstimmt, sofern diese einen reellen Wert
annimmt, und sonst gleich O ist, so existiert filir jedes M
0 <M < o, der Grenzwert

M
G(M) = éig é (1-o£(¢(r) ))ar.

e>0
und es gilt:

1.) Ist M > G(M) > 0, so liegt innerhald QG(M) C Qy

genau eine Nullstelle z* zu der ein & > O existiert, so dass
gilt:

(f '—%—} dz )-1. f z)f; -7 4z -

G(M G(M

2.) Ist G(M) =M, so liegt innerhalb der offenen
Menge QG(M) keine Nullstelle von f(z).
Beweis: Liegt in Q, bM = Cy keine Nullstelle, so ist
offensichtlich G(M) =

Sei nun z* eine Nullstelle von f(z), welche auf dem
‘Weg Cy € [C], 0 <1 <M, liegt, mit minimalem 1.(d.h. z*

sel die erste Nullstelle, welche von den aufsteigenden Mengen
Qi'ci € [C] erfasst wird.
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Fir jede Zahl r mit O < r < 1 ist dann

~ ]
&(r) = f ff : dz = 0, und wir haben:
Cr
r
G(r) = Uim [ (1 - oe(¢(t)))dt = r.
0
RMir r = 1 erhalten wir ebenfalls G(1) = 1.

Im Falle r > 1 liegt mindestens eine Nullstelle innerhalb
des von dem Weg Cr umschlossenen Gebietes Qr’ so dass wir
G(r) = G(1) erhalten. Ist z% die zweite Nullstelle, die
von den aufsteigenden Mengen Qi erfasst wird, so gibt es
ein p > O derart, dass zg auf dem Weg Cl+p liegt, so dass

wir mit Hilfe der bekannten Residuensdtze nach obiger Formel
die erste Nullstelle z* bestimmen kdnnen.

Anmerkung: Sind die Betridge der Nullstellen von f : IzII
i € X = Indexmenge paarweise verschieden, und ist f in
einer kreisformigen Umgebung des Nullpunktes, welche Null-
stellen einschliesst, holomorph, so kdnnen wir fiir [C] die
Menge

[Cr : Cr =i reiw, O<gp<2ni, re R+} wdhlen.

Ganz analog kdnnen wir filir Vektorfunktionen mit nicht ver-
schwindender Funktionaldeterminante eine Methode zur Null-
stellenermittlung beschreiben:

Satz 5.2 : (A) Sei f(x) = (f1(x1,...,xn),...,fn(x1,...,xn)),

eine Vektorfunktion, welche ein abgeschlossenes, einfach-
zusemmenhiingendes Gebiet @ < R" in den R" abbildet und zur
Klasse C1(§) gehdrt. f(x) besitze auf Q@ nur isolierte Null-
stellen, an denen die Funktionaldeterminante nicht ver-
schwindet, und fiir die im librigen (C) gilt.

(B) sei [@]1=1(Q.CcQ reR =[0,m)
eine Menge von aufsteigenden, abgeschlossenen Gebieten
@, c..cQ.c..cQc R’ mit folgenden Eigenschaften:
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Zu Jedem r = 0 existiert genau ein einfach-zusammenhingendes
Gebiet Qr [Q].

Zu zwei Zahlen r, und rs mit O ¢ r, < Ty gibt es genau zwel

Geblete Qr und Q. in [Q] derart, dass Q_ eine echte Teil-
1 T2 By

menge von Q_  ist: Q  c Q .
r, r, r,

Zu Jedem Punkt x € Q, der ausserhalb eines Gebietes Qs von

[Q) liegt, gibt es genau ein Gebiet Q. von [Q] mit r > 5, soO

dass x auf dem Rande von Qr liegt.

(c) f£(x) habe auf dem Gebiet Q, keine Null-
stelle und auf dem Rande eines Jeden Gebietes Q. von Q1
liege hochstens Jeweils eine Nullstelle.

(D) (oe(t)} sel eine Folge von reell-
wertigen, auf R erkldrten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1 fir t>€e>0
und

o (t)
0 fir t <-£ <0

o, (t1) < oe(tz) fir t,<t,e>0
Ist dann ¢(r) eine auf ganz R s [0,®»] erklirte Funktion, die
auf dem Definitionsgebiet der Funktion

;(r) =: lim f KE(r(x))lJ{f(x)]ldx
=0 O

i o
e>0

mit dieser Ubereinstimmt und sonst den Wert O annimmt, so existiert
fir Jedes M, 0 < M < m, der Grenzwert

M
L(M) =: im [ (1-os(w(r)))dr
e O

0

und es gilt:

1.) Ist M> L(M) >0, so liegt innerhaldb des Gebletes
QL(M) C QM genau eine Nullstelle x¥*, zu der ein § > O existiert,

so dass gilt:
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x* = 1lim [ x K (£(x))|3{£(x)]]lax.
e0 Q
- L{M)+8
2.) Ist L(M) = M, ‘so liegt innerhalb des Gebietes

QL(M) keine Nullstelle von f(x).

Beweis: Der Beweisgang ist nach der Residuensédtze von §3
v8llig analog zu dem des vorigen Satzes. Wir haben dabel statt
der Funktion ¥(r) lediglich die Funktion y(r) zu betrachten.

Setzen wir statt der Terme G(r) bzw. L(r) die Terme

Gp(r) =t m [ (1 - o (#r) - m))ar baw.
e0 0
e>0

r
Lm(r) =: iig é (1 - oa(w(r) -m))dr, me N
>0

so k8nnen wir die vorigen Sdtze wie folgt verallgemeinern:

Satz 5. it Voraussetzungen wie bei Satz 5.1.

Ist M > O und m eine positive, ganze Zahl, fiir
die die Beziehung O < G,(M) < G2(M) < oo Gy (M) < Gm(M) <M

gilt, so hat die Funktion f(z) innerhalb des Gebietes QG (M)
m

m Nullstellen, wobel jede entsprechend ihrer Vielfach-
heit gezihlt wird.

Diejenige Nullstelle, welche von den aufsteigenden
Abschliessungen der Gebiete Qo C cuie C Qp Cowson © Qq C wiis iy

P < q € R an k-ter Stelle erfasst wird, hat den Wert:

£ (2 £ (z £ (2 £ (z .
Z = [ [z —?{E%dz - [z —?%E%dz}[f 1792 - [ ¥z z]
' C C

Gy (M)+5 G ()46 Co ()48 oy, ()46

Dabei ist & elne positive Zahl, fiir die die Beziehung

0 < Gk-1 + 8 < Gk < Gk + 8 < Gk+1 < M gilt, die aber im librigen

willkiirlich gew&hlt werden kann.
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Beweils: Nach Satz 5.1 haben wir nur zu beachten, dass die
k-te Nullstelle die Vielfachheit

N(k) = ?%T ( f 2%%§%dz - f f; Z dz ) hat.

c C
Gy (M)+8 Gy _4 (M)+8

Mit dem entsprechenden Ansatz fiir die N(k)-fache Nullstelle
erhalten wir dann den gesuchten Wert.

Es sel hier bemerkt, dass der komplexe Iniegrationskern

?%I % zwar in seiner Struktur einfacher ist als

belspielsweise der von uns zu Anfang erwdhnte Welerstrassche
Integrationskern. In der Anwendung fir die entsprechenden
Residuensdtze erweist sich aber gerade, dass die Integrations-
kerne der Klasse [K] einfacher zu handhaben sind, da bei

ihnen insbesondere keine Vielfachheiten auftreten.

Satz 5.4 3 Voraussetzungen wie bei Satz 5.2.
Ist M > O und m eine positive, ganze Zahl,
fiir die die Beziehung O < L1(M) < L2(M) < 5o G Lm(M) <M

gilt, so hat die Funktion f(x) innerhalb des Gebietes Q, (M)
m

genau m Nullstellen.
Diejenige Nullstelle, welche von den auf-
steigenden abgeschlossenen Gebieten Qo € s iC Qp CossC Qq &\ oias

P <q € R, an k-ter Stelle erfasst wird, hat den Wert:

X = gg(éxKJNﬂHHﬁﬂHu-
>0 Lk(M)+6

[ x K (£(x) [ale(x) Tlax )

4, (M)+8
Dabei ist & eine positive Zahl, fir die die Beziehung
0 < Lk_j(M)+6 < Lk(M) < Lk(M)+a < Lk+1(M) < M gilt, die aber
im Ubrigen willkiirlich gewdhlt werden kann.
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Bewels: Wegen Satz 5.2 ist der Bewelsgang einfacher als
der von Satz 5.3, und in den wesentlichen Punkten vdllig
analog zu diesem.

Anmerkung: Das hier beschriebene Verfahren ist stark von der
Wahl einer entsprechenden Ausschdpfungsfolge abhdngig.

Im Falle von Polynomen wird es etwa notwendig sein, die
Koeffizienten auf etwaige Symmetrie der Nullstellen zu
untersuchen.

Daneben mdgen auch gewisse Transformationen (im einfachsten
Fall Streckungen : x — ax, a € R) Verwendung finden.

Ein bekanntes Verfahren zur Verinderung der Lage von Null-
stellen bei Polynomen ist das folgende:

Sei p(x) = x" + a DL U ein Polynom
1 o en

vom Grade n. Dann ist das Polynom p(x) . p(-x) gleich einem
Polynom P(xe). Das Polynom P(x) besitzt als Nullstellen die
Quadrate der Nullstellen von p(x) : x* : p(x*) =0 P(x*z) = 0.
Es wird dadurch ein Niher- oder Auseinanderriicken der Null-
stellen entsprechend ihrer Betragsgrobe und Orientierung
erreicht. ’
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6. Uver die Theorie der Maxima und Minima

In diesem Paragraphen verwenden wir die bisherigen Ergeb-
nisse um absolute Maxima und Minima zu bestimmen.
Es bezeichne (ce(t),e > 0, t € R} wieder eine Folge von
reellwertigen Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1 fir t>e>0

oe(t) = 0 fiir t<-e<O und

oe(t1) < ae(tg) fir t, <t,.

Hilfssatz 6.1 : Sei Q eine kompakte Menge im R", zu der
eine Folge von Funktionen chre(x1,x2,...,xn), € >0, Xy € R

existiert, die gegen die charakteristische Funktion von Q
konvergiert: chre(x) - chr(x) fir alle x € R

Sei ferner f(x) eine reellwertige Funktion
der Klasse c°(R").

Existiert dann fir alle reellen Werte y
aus einem Intervall J = [a,b], a < b, die Grenzfunktion

E[R,f,y] = iig fn chr (x)o (£(x) - y)dx

e>0 K

So gilt: a) E[Q,f,y] gehdrt zur Klasse C°(J)

b) Fir alle x ¢ Q mit f(x) e Jund y € J mit
y > f(x) ist

E[Q:f.vy] > E[Q,f,f(x)] .

Beweis : Sel x* ¢ Q fest gewdhlt. Dann sind die Mengen
Qs y = {(xe Qc R |f(x) >y > £(x*) flr aufsteigende
b
¥ ineinander enthalten:

Qf,y1 c Qf’yQ sse C Qf’ys Ceso fir yy <¥5 < .0u< Ygeos

a Universitit Regensburg urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0048

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK


http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/
http://www.nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0048

Residuens&dtze 47

Rir Jedes feste y < ® konvergiert die Funktion
'chrs(x) ce(f(x) -y) fir e€—= O gegen die charakteristische

Funktion von Qf,y'

Fir e+ O konvergiert also E_[Q,f,y] =:
e 0 =

& inchre(x) ae(f(x) - y) dx

gerade gegen den Inhalt von Qf,y = E[Q,f,y].

Mit diesem Ergebnis lisst sich nun leicht der folgende,
elementare Satz iliber Maxima und Minima beweisen:

Ssatz 6.2 : Voraussetzungen wie bei Hilfssatz 6.1.
Ferner sei die Grenzfunktion E [§,f,y]
fiir alle y ¢ R erklirt und stetig.

Dann gilt:

(I) Die Funktion E [Q,f,y] 1ist ausserhalb
eines gewissen endlichen Intervalls

Iu =:[yM,§§] konstant und fiir alle y € Jy streng monoton

fallengt Yy 1ist der Inhalt von §,§§ das Maximum von f auf Q.
(II) Die Funktion E[Q,-f,y] ist fui alle

y € R erkldrt und stetig.

Ausserhalb eines gewissen Intervalles Jm =3 [ym,§;] ist

sie konstant und streng monoton aufsteigend fa; y € Jm‘

y_ ist das Minimum von f auf Q.

¥, 1ist der Inhalt von Q.

Beweis: (1) f£(x) nimmt auf dem kompekten Gebiet Q Maximum
und Minimum an: m < £(x) < M fir alle x ¢ Q.

Wir haben fir y <m :
@=(xeQckR |y<m<£(x)) = O,y
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und damit
E[(Q,f,y] = E[Q; y,f,y] = Inhalt von Q.
’
Sei ein 86§ > 0 mit 8§ <M - m vorgegeben. (Wir nehmen dabei
an, dass f auf Q nicht konstant ist).
Die Menge Qf,m - Qf,m+6 =
=(xelcR |y<n<f(x)) - (xeQc kR | y<ms< £(x))

hat, da f eine stetige Funktion ist, offensichtlich einen von
0 verschiedenen Inhalt n = n(5).
Insgesamt haben wir also:

Inhalt (Q) fliry=m
E[ §,f,y] —
Inhalt (Q) - n fiir y = m+5,

n >0, 71’:7)(6): §>0, 6§ < M-m,

Entsprechend kann fiir das Maximum von f gezeigt werden:

BE ey - { O fx v
n=n(8) >0 fir y = M-§

§ < M-m

(II) Den zweiten Teil der Aussage er-
halten wir durch einen analogen Schluss, indem wir die Funktion

E[Q,-f,~y] Dbvetrachten,

Korollar 6.2.1 : Konvergieren die Funktionen Ee[ﬁ,f,y] und
Ee[ﬁ, -f, -y] fir e = 0,e > 0 gleichmiBig fiir y ¢ R gegen

die Grenzfunktionen E[Q,f,y] bzw. E[Q, -f, -y], so gilt fiir

das Maximum M und das Minimum m von f auf Q :

Es sel a <m ¢ f(x) < M<b flir alle x ¢ Q.

Fall aq: Es existiert ein x ¢ Q, so dass f(x) positiv ist:

b
M= 1;:)1 i}in.o £oe(Ee.[Q,f,y] ) dy
e0 €'>0
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Es existiert kein x ¢ Q, so dass f(x) positiv ist:

M= 1lim lim c}(1-%(}:e [Q,f,y])) ay
R -

Es existiert ein x € Q, so dass -f(x_) positiv ist:

b
m= limlim [ o _(E_,[Q, -f,y])) dy
e0 e'—%0 o ¢ E

Es existiert kein x ¢ Q, so dass '—f(x) positiv ist:

' a
m= 1lim lim / (1-08(35.[?2, -£,y1)) dy-
e e'-0 o
e0 €'>0

Universitat Regensburg
UNIVERSITATSBIBLIOTHEK

urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0051


http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/
http://www.nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:355-ubr18626-1#0051

50 G. Kissler

7. Anwendungen und Beispiele

Innerhalb dieses letzten Paragraphen der vorliegenden Arbeit
behandeln wir numerische Verfahren bel der Anwendung unserer
Residuensédtze.

Der Einfachheit halber beschri@nken wir uns dabei auf die
beiden folgenden Integrationskerne:

x-t
(7.1) S 1lim 18 e & und
v 0 Je
[0}
(7.2) 1 n e
T e e! + (x-1;)2

e>0

Fir jedes positive, endliche e erhalten wir aus (7.1) und (7.2)

N&gherungsformeln zur Bestimmung der Anzahl und der Summe der
Nullstellen einer reellen differenzierbaren Funktion.

Sei nun f(x) eine explizite vorgegebene, nicht-konstante,
differenzierbare Funktion, deren Nullstellen nicht zugleich
relative Maxima oder Minima sind und im Intervall (a,b) liegen,
so gllt:

Die Summe
K b . 2 )
(7.3) ‘t{v&‘o(i(%s&)'%udx }

strebt fiir € = 0, € > 0 und N =~ m gegen eine ganze Zahl M.

M ist gleich der Anzahl der Nullstellen von f(x) im Inter-
vall (a,b).

Ist M+ O so gilt weiter::

Die Summe

2 ] \
(7.8) 7{50 (z x (£x)" | 12601 o))
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strebt fiir e = 0,e > O und N - o gegen die Summe der

Nullstellen von f(x) im Intervall (a,b).
In ganz analoger Welse gilt:

Das.Integral
b
1 el (x)|
(7.5) = £ dx

strebt fiir € = 0, € > O gegen eine ganze Zahl M.
M ist gleich der Anzahl der Nullstellen von f(x) im Intervall
(a,b).

Ist M 4 0 so gilt weiter:

Das Integral

) '
(7.6) % £ eexelf ()] 4

€2 + £2(x)

strebt fiir e - 0, € > 0O gegen die Summe der Nullstellen von
f(x) im Intervall (a,b).

N
Niherungsformeln kdnnen wir nun aus 7.3 - 7.6 einfach dadurch
gewinnen, indem wir einen "mdglichst kleinen" festen Wert
geben und N (bei 7.3 und 7.4) als feste aber "hinreichend

groBe" Zahl wihlen.

Anwendung auf Polynome :

Nach dem Vietaschen Satz erhalten wir filir ein Polynom

£(x) = x° +.a1x’"1 + aexn'2 + ... + &, das nur reelle

Nullstellen besitzt, folgende Beziehungen:

1[5 (’f:(—figx))”, £ 001, -

Jre Lv=0

+m
I e £ (x)] ax

=n fir0O<e<x 1, N» 1,
o €2 + 7% (x) ’

1
T

und
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+<n '
Jne {v-0 M = (Xl) ’ lfVSX)l dx)}~

 J
E;%;lf_éill dx = -ay fir 0 <e < 1, N> 1.

o e+ £°(x)

g

1
n

1|

AbschlieBend wollen wir noch einen Vergleich allgemeiner
Art zwischen integralen und iterativen Methoden bei der
Gleichungsaufldsung anstellen.

Zusammen mit der Cauchyschen Integralformél stellt die in
dieser Arbeit dargestellte Ldsungsmethode eine Alternative
zur Iteration, wie wir sie etwa in der Newtonschen Ndherungs-
formel, bzw. der sogenannten "Regula falsi" oder der
Picardschen Ldsungsmethode fir Differentialgleichungen kennen,
dar. Nun mag diese Behauptung nicht ohne eine gewisse
Problematik sein. So kdnnen wir iliber Hermann Weyl

(9.11. 1885 - 9.12. 1955) lesen ' : "Fir Weyl wurde (er
folgte hier weitgehend Brouwer und Poincaré) die Ur-Intuition
des Iterierens zum letzten Fundament mathematischen Denkens ..."
Ohne dieses Urteil iiber einen der bedeutendsten Mathematiker
unserer Zeit weiter zu analysieren, wollen wir es zunichst

nur zur Kenntnis nehmen. Vielleicht mag es des zweckmiBigste
sein, das Charekteristischs der einzelnen Methoden, wie es

in der graphischen Darstellung zutage tritt, nebeneinander

zu stellen,

Wir wollen dazu rein heuristisch - intuitiv vorgehen:

Sel f(x) eine reelle, explizite vorgegebene und stetige Funktion
elner reellen Variablen x. Um eine Ldsung x* der Gleichung

f(x) = x auf iterativem Wege zu ermitteln heben wir mit einem
"geeignet gewdhlten" Wert x4 als "falschem Ansatz" zu beginnen:

1 Meschkowski, Herbert: Mathematiker-Lexikon, BJ-Hochschul-
taschenbueh 414/414 g%, Manrheim 1964, S, 269,
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£(xy) = x5 £(x,) = Xgs oo f(xv) = X4

Ist f(x) differenzierbar und gilt |[f'(x)] < p <1 innerhalb
des zu untersuchenden Intervalls (a,b), in dem eine LSsung
exisf.ier‘t, so konvergiert das Verfahren: 1Ist ndmlich x* eine
L8sung obiger Gleichung: f(x*) = x*, so haben wir

lxy = x*| = |£(xq)- £(x*)| = [£'(v)(xq - x*)| < plxy - x¥|

mit x, < v < x* also:

Ixn - x*| < pnlx1 - x¥| -0 fiir n— o

Ohne diese spezielle Konvergenzbedingung kann nun weiter
das Verfahren divergieren oder aber es tritt ein Zyklus auf:

fix) f(x)
|
i _
| |
|
|
IX {
»*
oui’! ' llln!x O/ X, | X
x* %% X3 X
Abb, 1 _ Abb, 2
Fall 1: Konvergenz Fall 2: Divergenz
f(x) —~—
! |
YA\
=7 |
|
|
|
}
ol % %X
e 2 8%
—x
Abb, 3

Fall 3: Zyklus
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{Ubertragen wir nun unser Problem ins Komplexe, so bietet

sich bel der Cauchyschen Methode ein wesentlich einfacheres
Bild. Es ist in jedem Fall durch eine geschlossene Kurve,

die -als Integrationsweg dient, gekennzeichnet.

Sel etwa p(z) eine auf einem Gebiet G der komplexen Zghlen-
ebene holomorphe, d.h. komplex differenzierbare Funktion.
Befindet sich in einem Bereich B C G eine einfache Nullstelle
z*, so ist diese gleich dem Integral

1
z E—{E% az .
plz

Dabei bezeichnet y eine ganz in B verlaufende geschlossene
Kurve. Im einfachsten Fall ist dies ein Kreis mit der Dar-
stellung: y(t) =Db + r.eiw, O<gp<2n, beB, r er'.

2n 1 i
1 ipy p' (b + re”?) ig
* = .
z P £ (b + re ) (P) re” "do

p(b + re

1
2ni -

<

c

Abb. 4

Bei der Ermittlung einer Nullstelle einer reellen differenzier-
baren Funktion q(x) nach unserem Verfahren hendelt es sich
schlieBlich ebenfalls um eine einfache Integration, Jedoch
nicht um eine'geschlossene Kurve sondern iber ein einfaches
Intervall J = \a,b) in dem sich die Nullstelle x* befindet.
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Bezeichnet §(x) die &-Funktion, so haben wir

b -
x* = [ x5 (q(x)) k' (x)]| ax.
a

In der graphischen Darstellung ist die Integration der §-Funktion
iber das transformierte Intervall q(J) angedeutet:

 y=q(x)
| \_
x* } |

a K ;b e R ] (. Xt')"(}’)

: T

{ q(J) |

|
Abb, 5.

Die §-Funktion ist hier zur Veranschaulichung durch eine
Glockenkurve mit endlicher Halbwertsbreite ersetzt.
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ERRATA

S 28, 3. Zeile, soll heiBen: ... ist gleich folgendem Integral

S 33, letzte Zeile, soll heiBen: ... hat genau einen einfachen

Pol in GC

S 35, letzte Formel, richtig:
Lim < L, 2"

e-*0

€£>0.

-6, x*+58) =+ 1.

S 37, vorletzte Formel, richtig:

chr(91U92,x) = chr(91,x)+chr(92,x)-chr(91,x)chr(Rz,x)

S 40, 3. Zeile von unten, soll heiBen:

Weg C; ¢ [c], 0 <1 <M, liegt, mit minimalem 1

S 41, 3. Zeile von unten, richtig:

() sei [2] = {2, < &, r ¢ R" = [0,=]}
letzte Zeile unten,richtig:
Qy C..c R .. 2 ¢ R™ mit folgenden Eigenschaften:

S 43, Erste Formel, richtig:

x* = lim J x K_(£(x))|3[£(x)]|ax

e+0 R
c>0 L(M)+58
S 45, 3. Zeile von unten, richtig:
ceeplx*) = 0% P(x*?) =0

S 54, Formel Uber der Zeichnung, richtig:

2n . . i .
z* = 5%; I (b+re1w)2—12:£%——l ire*®agp
0 p (b+re ?y
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